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De invloed van kettingreacties op de schadeverdelingsfunctie

1. Inleiding,

Bij de berekening van de schadeverdelingsfunctie voor een verzekerings-
portefeullle wordt, voor zo ver ons bekend, in het algemeen niet of te
welnipg rekening gehouden met de mogelijkheid van het optreden van ket-
Tingreacties. Over het algemeen wordt verondersteld dat de verzekerde
risico's onafhankelijk zijn en ook indien een afhankelijkheid wordt ge-
introduceerd - bijvoorbeeld bij het Polya-Eggenberger-proces - dan
wordt toch een slecht aan de werkelijkheid beantwoorlend model verkre-
gen, omdat de mogeliljkheld van het optreden van kettingreacties gene-
weerd wordt,

Onder een kettingrecctie verstaan wij in dit verband een proces, waar-
bij één door de verzclkering sedekte gebeurtenis bij een bepaald verze-
kerd object een aantnl van dergelijke zebeurtenlssen bij andere verze-
kerde objectern veroorzaakt, die elk weer aanleilding geven tot soortze-~
1iike gebeurtenissen bilj weer andere objecten, enz., enz. Veoorbeelden
hiervan vindt men in de ziektsverzekering bl] besmettelijke ziekten,

in de levensverzekerinzg bilj epidemiedn, waardoor. de in het algemeen on-
afhankelijk te achten sterftekansen afhankelijk worden en in de brand-

verzekering bij conflagratie |

Wij willen nu onderzoeken hoe de schadeverdelingsfunctie verandert in-
dien men niet van onofhankelijke doch von afhankelojke risico's ult-
gaat,door expliciet rekening te houden wmet de mopelijkheld van ketting-
reacties. We gaan ult van een portefeullle met N verzekerde objecten,
allen met de eenheild als verzekerd kapitaal en gelijke onderlinge af-
hankeli jkheidegraad. Verder veronderstellen we dat het risico alternz -
tief is, d.,w.z. dat elke gebeurtenis een totaal verlies van het betref-
fende object veroorzaakt., Ulteraard zou men een gecompliceerder model
kunnen construeren met verschillende onderlinge afhankelijkhceidsgraden
en verzekerde kapitalen, maar wilj menen dat de ingevoerde vereenvoudi-

mingen geen wezenlijke beperking van het probleem betekenen,
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Is dus A(s) de g.f, van X on B(s) die van Y dan is de g.f. van X+¥:

C(s) = a(s).B(s).

T in C(s), d.1. Pr(X+¥=r), wordt:

De cotifficient van s

= 9 b B e t +, ..+ 3
Cp o"p 1" r=1 +a.k,

c, = 21 2,y (7)

i+d=r 1

De rij {Cr} noemt men de convolutic van de rijen {ar} en {br} en wordt
aangeduid doors

o = (o {2
Is in het bijzonder {ap} ={br} don geldt:

C ks Z; "}j'? . (8)

N

Voor de som van meer dan twee variabelen gelden analoge beschouwingen;
hierbij is hct van belang dat de convolutie een assoclatieve en commu-
tatieve operatie blijkt te zijn.

Tenslotte nog cen stellin, over de o,f., van een samengestelde verde-
linge Als de stochastische varinbelen xq,xz ¢nz, onderling onafhanke-
1i k zign en allen ©(s) = E;fﬁsa als g,f. hebben, terwijl N een stochas-
tische variabele 19, die onafhonkelijk is van K voor elke waarde van

koen z{s) = Zlb als g.f. heeft, dan heeft de samengestelde varianbele
SN=hq+X2+...+XN de samengestelde functile g {f(s)} als g.f.

Bewi js:
20 Pr{N=n) . Pr(Sy=y] N=n)

i

Pv(SN=3)
= 20 5 .Pr(S. =])

Volgens de voorgaande stellin: heeft S =i +...+K als g.f. {;(s)}” en
dus zJeldte
28 s x (¢ cotfficitnt van sY ult r(s))=

PF(SN:J) = E
et ] 3¢ n -
= de colfficitnt van sY uit ! gnil(s)~
= de co&fficiént van s? uit g{f(s)} . g.e.d,

Uit deze stelling volgt nog met behulp van formule (5):

5(sy) - {g-— g(f(sn} = {e(1)} £ (=gt (D (1),

8=

E(SN) = E(N) . E(Xﬁ}




3. De kettingreactie,

We gaan ult van één oorspronkelijke gebeurtenis, die in eerste instan-
tie X1 dergelljke gebeurtenisgen veroorzaakt, Het aantal gebeurtenis-
sen van de eerste generatie, Xq, is een stochastische variabele met

"

als g.f, oo
Pi(s) = 2 ﬁks?

k=0
We veronderstellen dat elke gebeurtenils van de ecerste generatie weer
aanlelding geeft tot een aantal gebeurtenissen van de tweede genera-
tie, waarblj deze aantallen onafhankellijk van elkaar zijn en allen
P,(s) als g.f. hebhen, Het totaal nantal gebeurtenissen van de tweede
generatie, Xg, 1s dus de som van X1 onafhoankelljke stochastische va-
riabelen, die allen Pﬂ(s) 11s g.f. hebben, Volgens de laatste stelling
van § 2 heeft XQ dus als g.f.

Po(s) = By{Py(0)} .
De gebeurtenlssen van de tweede generotie veroorzaken elk weer, onaf-
hankelijk van elkaar, een aantal gebeurtenissen van de derde generatic

Het totaal 2antal dezer gebeurtenissen, XB’ is de som van X, onafhan-
[
kelijke stochastische variabelen met P,(s) als g.f. De g.f. van Xy 18

s Py(s) = Pg{Pq(s)} = P, t {P (s }]

Zo voortgaande blijkt dat het totaal aantal gebeurtenissen van de n-

de generatie, Xn’ de som 1s van Xp_q onafhankelijke stochastische va-
riabelen met elk Pq(s) als g.f. De g.f. van X is dus:

P (s) =P, _, {Pq(s)} - 7, {Pq(Pq(...Pq(s))..)E. (10)

Volledigheldshalve geven we het cantnl oorspronkelijke gebeurtenissen
aan met X, waarbij dus X =1 en de g.f, van X isP( J=s,

1 -
Stellen we E(Xﬂ) = & dwn geldt: § =Pq(ﬂ) =2_k a,. Uit formule (9)
volgt voor de samengestelde variabele X?:

L]

B(X5) = E(X,).E(X,) = &<,
Door middel van algemene inductie met behulp van formule (10) blijkt:

B(x,) = &7 . (11)

Door de voorgaande formules is, bij geven P,(s), de g.f. en de ver-
wachte waarde van X voor elke n volledig bepaald, Het gaat ons &sht@r

minder om de afzandavlijka generaties dan om het totaal aant&l g&b@u

tenissen blj één kettingreactie. Stellen we ﬁez@ laatste 8 °




variabele voor door X dan is:

X =1

Hieruit volgt: E(X)= 1

BiJ het bepalen van de pg.f,
de aantallen gebeurtenissen
onderling afhankelijk zijn,

+ X,1 + X2 RPN

I I

(12)

08 <.

/1
qTE (13)
van X doet zich de moeilijkheid voor, dat
der afzonderlijke generaties ‘X1’X2! enz,-

zodat de voorlastste stelling van &2

niet kan worden toegepast. We volgen daarom een andere methode, waar-

bij we gebruik maken van de bestaande afhankelijkheid. We stellcn het

totaal aantal gebeurtenissen tot en met de n-de generatie van één ket-
tingreactie voor door Sn' Dan is dus:

S SXO

n + X1 + oLt X

n

Als nu Qn(s) de g.f. van S_ is, dan geldt voor nzO:

Upq(8) = s.P, {Qn(s)}. (14)
Bewljs:
Pr(S_, . =j) = 2k Pr{X,=k) Pr(S_,,=jl X, ,=k)=
n+1 - 1 NTn4T 47T
_ ok ol
- )k 3, Pr(S_ 4=T=3-1 K =k).
Als quk dan is Sn+1’1 = Xq + X2 + ... + Xn+,1 het totaal aantal ge-

beurtenissen tot en met de n-de generatie bij k kettingreacties;

Sn+4—1 1s dan de som van k onderling onafhankelijke stochastische va-
riabelen, die allen Qn(s) als g.f. hebben; de g.f. van 8 -1 1s dan
an(s) en dus is:
n Sk U, T Ky vy
Pr(Sn+1uJ) - 2K a, X (de co&fficiént van s in Q (s))=
= Eﬂi 1% (de cotfficiént van g9 in ”.an(s))a
= de co&fficitnt van s? in s. Zﬁiak.an(s)w
= de co&fficiént von s? in S.Pq{Qn(u)} g.e.q.
Nu is: Q.(s) == en volgens (14) vinden we dus:
Qq(s) =8 Pq(s)
Qls) = s Pq{s Pq(s)} enz,
Voor de g.f, van X vinden we, wegens X = lim S_ :
Nz= 0O n
Q(s) = 1im Q_(s)- . {9B)

N=oo




Blijkbaar moet Q(s) voldoen aan de betrekking

A(s) = 5.2, {als)}. (16)

Dat de limietovergang in formule (15) betekenis heeft moge blijken uit
het volgende betoog., Ult X = XO + L><.‘,1 + ...= n volgt, gezien de bijzonde~
re eigenschappen der variabelen Xj dat Xn = Xn+1 = Xn+2 =,.,.=0 en dus

is voor elke gehele waarde van kzn: 5, =X +...+Xk=n. Is omgekeerd voor

o]
zekere gehele waarde van kin voldaan aan

Sk=xo+""‘+Xk=n dan 1s weer Xn=X =X

='-.=O

n+1" "n+2

en dus ook X = XO + X,l +...=n. Dus geldt voor elke kzn:

Pr‘(X:h) = PP(Skzn) =

il

de co&fficiént van s" in Q. (s).

In de riJ Qk(s) is dus, te beginnen met Qn(s), de co&fficisnt van s=

constant en de rij Qk(s) heeft dus inderdaad een limiet.

Bij gegeven Pq(s) is de functie Qfs) volledig bepaald door de formules
{14) en (15), Voor de berekening van de coéfficiénten van sy zijn de-
ze formules echter minder geschikt.
Stellen we: o ‘
Qfs) = 2 « 57 (16a)
j=0 7 \
dan geldt voor nz 0

o = Pr{X=n+1) 2K Pr(x1=k).Pr(xxn+1ix4=k)=

4

n+1

= 2% Pr(X,=k).Pr(X-1=niX =k) .

1
Als X1=k dan 1is X-1=X1¥X2+.... het totaal aantal gebeurtenissen bij k
kettingreacties en dus gelijk aan de som van k onderling onafhankelijke
stochastische variabelen, die allen Q(s) als g.f. hebben: de g.f. van
X-1 is dan Q%(s) en dus geldt:

k , oo n k
L = 2K apx (de co&fficiént van s in Q (s))

_ K . (k)
o(n_!_,} = Z ak. oLy g (’17)
Hierin stelt <xn(k) de n-de term voor van de k-voudige convolutlie van
de rij {oaj} met zichzelf; cxn(k) is dus de kans, dat het totaal aantal
gebeurtenissen bij k kettingreacties gelijk is aan n. Voor <xn(k) geldt

de recurrente betrekking:

xn(k)== %9 %(jagfgq)f ‘ : | (172)




Mct behulp van de formules (17) en (172) kunnen we de getallen ‘XJ be -
rekenen, indien de pgetallen Ter dus de functic Pq(s), pegeven zijn, Be-
denken we dat e O)=1 cnamgo)u méo)m....nO - immers géén kettingrenctie,
dan ook géén g(ocurfa”*" - terwljl verder mn(k)wO voor k> n - daap

pl) k kettingreactics het totanl naantal gebeurtenissen minstens k is,
dan vinden wes

x5 =0
e
- - 2 2 2
%3 T Igxp * ‘2"‘2( ) ""2( )““1
2 ) g
a gy @ 0) @ ()3

Opmerkingen:

elknar afzeleid worden;

1, D¢ formulcs (16) on (17) kurnen ult
e e 1 -1 s’- ~ ‘1’ § g . . X i R
immers het rechtorlad van (17): 22 1(% (1) stclt voor de codfficivng
n k Lk : ! . n+1 .
van 57 in 2K 1, T(s) = Pq<g(a)} , d.i. de covfriciént van s7* g

s P { (s} zodrt wat (17) volzt: 2(s) = s Pq{}(a)} d,i. (16). D¢ om-
keerde r1°unLr1n* verloopt jehecl nnnloo.:,

av]

. D¢ Tormules (17) en (ﬂ?h) werden cerst in cen 1loter stadiun
van dit onderzoek gevonden, In cerste nstontic worden de setnllen el
dan ook op anderc wijze berekend, nomelijk mot behulp van de ARMAC, .
wrarbig werd uiltgegn o van de formul s (14%) en (15). Do resultaten van
leze berekiningen met de ARMAC gaven ons aanled ding tot het zocken nzar
ein andere burvkun1nasmath0dé, wrarbig wilj tot de formules (17) ern
{172) kwamen,

4. Het totaal aantnl sebeurtenissen per joar.,

11
i

Je willen nu de stochastischc vorinbele K, het totinl nantnl ketting-
reacties per joar, aan coen nadere beschouwing onderwerpen. Veronder-
stellen we dnt we het janr kunnen verdelen in cen proot anntal kleine
tijdselementen at, zodaniz dnt in één tijdselement hoogstens ¢én ket-
tingrcactic kon optreden en wel met vaste waarschijnlijkheld p.a t, on-
afhankelijk van wat er in de andere tijdselementen gebeurt, dan voldoet
K aan de Poisson-verdcling met Np als middelwaarde. De g.f, van K 1is

dan: Sk - .
P(s) = 25 uk.sk waarin: p, = e Np L§§%~ (18)
0




Bedenken we dat de g.f., van X, het aantal gebeurtenissen bij &én ket-
tingreactie, voorgesteld wordgmdoor

as) = 29 «.s?
1 J

dan heeft, volgens de laatste stelling van § 2, de samengestelde va-

riabele Y, die het totanl aantal gebeurtenissen per jaar voorstelt,
als g.f,:

R(S) = P{Q(S)}: (49)
2
= P, + g Qs) +p, A°(8) + ....
Stellen we:s . , ' .
R(s) = Z;r'jsj (20)
dan volgt uit formule (19):
o = Pg
l",l = p,1 =4 ( )
_ 2
Pp = Do + P (21)

ANe kunnen formule {21) ook 2ls volgt afleiden:
r.=Pr (¥ = j)=

) Pr(K=n) . Pr (Y=j|Ksn)=

e~

S oL ()

Naarin weer qJ(n) de j=de coéfficiént voorgtelt van de n-voudige con=-
volutie van de rij {mj} met zichzelfl, dus de kans dat het totaal aan-
tal gebeurtenissen bij n kettingreacties gelijk is aan jJ.

Vet behulp van formule 221) kunnen we de kansen rszr(Ysj) berekenen
21ls de waarden P, €n aj n) bekend zijn. Door de¢ getallen Pj 18 de ver-
Jdeling van de stochastische variabele Y volledig bepaald, In het bij-
zonder is:

Pr(YzJ)

il

{22)

PJ+PJ+,‘+.- P
=n Pr(vy<j) = ro+r%+...+rj_1

Tormule (22) levert ons de verdelingsfunctie van het aantal gebeurtenis-~
sen in een jaarj daar we alternatief risico verondersteld hebben, bete-




kent elke gebeurtenis ecn schnde van cen cenheld en Y stelt dus de to-
tale jnarschade voor, zodat (22) ons tevens de schadeverdelingsfunctie
levert voor het door ong gekozen model van cen verzekeringsportefeuille,
Om d¢ invloed van de invocring der kettingreacties te onderzoeken moe-
ten we de door (22) gedefiniderde schadeverdelingsfunctie vergeliljken
met degence die optreedt bilij cen portefeuille met onafhankelijke risi-
co's, doch dezelfde gemiddelde Jjaoarschade als in het afhankelijke ge-
val, Is p' de branduitbrekingskans voor deze portefeuille en N' het -
aantal verzekerde objecten, allc met de ecnheid alg verzekerd kapitaal,
en veronderstellen we weer dat het risico alternatief is, dan voldoet
de Jjaarschade Y' van die portefeullle aan de Poissonverdeling met Nip!
1ls gemiddelde waarde, Uit de els:

E(Y") = B(Y)

7olgt wegens E(Y) = B(K).B(X) = %@g (23)

1 e Tden . ' Np

ot moet gelden: Nip! = % (2%)
J

dan ig: Pr(vi=j) = Pl = e NP’ Lﬁl%;l— (25)

Je dienen dus de verdeling van de varlabele Y, bepaald door d: formules
f21) en (22), te vergelijken met de verdeling van Y', die gedefiniéerd

vordt door de formules (24) ¢ (25). We zullen @it in de volgende para-
reaal met enkele numerickevoorheelden demonstreren,

ot slot van deze parasgraaf willen we de variantie van Y uitdrukken in
(Y), E(Xq) =6 en Var(Xq) =X °, Volgens (6) is:

Var(Y)

it

R'(1) + R'(1) - R1(1) =

2
1 Np (Np) o
= R' (’]) + - e WOEZENS Rl(/‘) = E(Y)
1-& (1~£)d

R(s) = P{a(s)} = ¢"NP+Np.2(s) (verzelijk (%))
R'(s)= Np.Q'(s).R(s)

R"(s)= Np{ﬁ”(s)R(s)+Np.Q

N -

(2)R(s)]-

leruit volgt: R"(1)= Np.a"(1)+ LEEl,?‘ wegens Q'(1)=E(X)= ?gg'
(1-6)
us wordt: Var(Y) = Np,Q(4) + ?¥Z'

olgens (16) geldt:

a(s) = s.P, {a(s)} ‘
n dus is: Q' (s)= pfals)) + s Pq{Q(sﬁv Q' (s)

!

@'()- 2 £ {(a) @) seBifaphaile)s = 2ifatala(e)




(26)

P, (1)
Hieruit volgt: Q"(4) = 2¢ 1 + §Q"(1)
1-8 (’]—-6)2”
" 26 Py (1) 26-28%4p," (1)
Q (/}) = . + 3 = 3
(1-6)7  (1-8) (1-8)
2
Nu is volgens (6): Var (xq) = P,"(1) + qu(ﬂ) - 91*(1)
WF =B, (1) +6- 87
of: P."(1) = AF. 8462
2 2
Dus wordt: Qm(1) - A6 -6
(1-6)°
2 2
, o -4
We vinden dus: Var(Y) = 0B {A * y o1y,
1-4 (’}-—(5)2 ]
-3
var(Y) = E(v) 20
(1-3)

5. Numerleke voorbeelden.

Wij willen de voorgeande theorie thans

len,waarbij de functie Pq(s), waardoor
bepaald, als volgt is zekozen:

I. P,(5)=0,98125 + 0,01 s + 0,005 5°

II. P,(8)=0,98  + 0,005 s+ 0,005 s°

ITI. P,(5)=0,80  + 0,05 5 + 0,05 s°

£ 0,0025 s
+ 0,005 53
+ 0,05 8

a

Bij deze modellen bhestnat de eerste generatie dus ult

toepnssen op een drietal model-
de kettingreactle geheel wordt

+ 0,00125 su.

+ 0,005 s”.
+ 0,05 34.

hoogstens vier

gebeurtenissen, dus qu 4, van de belangrijkste, op de kettingreactie
betrekking hebbende grootheden zijn de door ons berekende wnarden in

onderstaande tabellen vermeld:
I | i1 111
A
B(x, )-8 0,0325 | 0,05 0,5
|
E(x) 1,0336 | 1,0526 2,0
ga” v) 1,7098 | 14,2161 7,0




T IT | IIT
i 405.mj ’ 405.03 103.aj
1 98125 98000 800
2 961 Lo Lo
3 kg2 483 34
4 251 478 31
5 130 475 29
5 12 23 12
7 6 21 10
8 2 17 9
9 1 10 7
10 1 5
11 T |
12 3
13 3
14 2
15 2
16 2
17 1
18 1
19 1
20 1
24 1
22 . 1
23 g

Deze drie modellen van de kettingrenctie passen we toe op de volgende
portefeuilies:
a, Ben portefeuille met E(K)=1, dus gemiddeld één kettingreactie
per jaar, Voor de gemiddelde jaarschade E(Y¥)=E(K)}.E(X) vinden
we in dit geval achtereenvolgens: 1,0336; 1,0526 en 2,0,

b. Een portefeuille met E{(K)=10. De drie woarden van E{(Y) zijn
hier: 10,336; 10,526 en 20,0.

¢, Een portefeuille met E{K)=30. Voor E(Y) vinden we in dit ge-
val respectievelijks 31,008; 31,579 en 60,0,

Voor deze negen gevallen hebben wij de kansen Pr(Y > J) berekend voor
waarden van J > E(Y), Ter vergelijking hebben wij voor elk geval tevens
de overeenkomstige kansen Pr{Y' > j) berekend voor een portefeuille

met onafhankelijke risico's en dezelfde gemiddelde Jjaarschade




E(Y')=E(Y). De resultaten zljn weergegeven in de volgende tabellen,

b Ta, E(Y)=1,0336 IIa. Z(Y)=1,0%26 | IIla. E(Y¥)=2,0
3. Pr(Y 2 i) Pr(Y'23) { Pr(¥o M Pr{Y's]) Pr(¥sJ) | Pr(Y'3d)
x 10° | x 10° x 100 1 x 102 x 100 § x 10
1 632 S 632 651 632 865
2 271 277 272 284 337 594
3 90 87 93 90 205 323
4 27 21 32 22 149 143
5 4 13 5 ‘ 116 53
6 3 1 6 1 89 17
7 1 3 70
8 1 57 1
9 b7
10 38
15 15
20 5
25 1
Ib. E(Y)=10,336 | IIb. E(Y)=10,526 IIIb, E(Y)=20 |}
S Pe(va) [re(viag) [Pe(0eg) [pe(v'sa)] | 0 Br(¥2d) Br(¥'5))
k107 x 10° x 10° | x 10°
11 45y 459 469 482 21 372 4
12 343 342 362 364 22 339 356
13 247 244 268 261 23 308 279
14 170 161 191 177 ob 279 213
15 113 102 132 114 25 253 157
16 72 61 59 69 26 229 112
17 Ly 35 58 40 2 207 78
18 26 19 37 20 2 186 52
19 15 10 23 12 29 167 34
20 g 5 14 6 30 149 2p
21 A 2 9 3 31 133 13
22 2 5 1 32 118 8
23 1 3 1 33 104 5
o4 1 2 34 91 3
25 1 35 80 1
26 1 4o 39
45 17




Ib, E(Y)=31,008 IIc, E(Y)=31,579 IIIc, E(Y)=60
J Pr(¥zJ) | Pr(Y'2d) | Pr(Y2)) |{Pr(¥'>)) g priyzy) |pr(¥'zJ)
x 10° | % 103 x 100 | x 10° . x 10° | x 107
31 519 5ol 550 565 61 | 209 466
32 451 4573 185 hol 62 389 L5
33 385 384 Yoo hol 63 370 366
34 324 319 361 356 6L 351 320
35 267 259 304 294 65 332 276
36 216 207 253 238 66 314 236
37 172 161 207 188 67 296 199
38 135 124 167 146 68 279 166
39 104 93 133 111 69 262 137
50 79 68 104 83 70 2L6 112
L1 59 49 81 6 71 231 90
42 L3 34 62 L3 72 216 72
13 3 ok 46 30 73 202 57
4 22 16 35 21 T4 188 IR
45 15 11 26 14 75 175 34
46 11 7 19 9 76 162 26
47 7 4 13 6 77 150 20
L8 5 3 10 I 78 139 15
49 3 2 7 2 79 128 11
50 2 1 5 1 80 118 8
51 1 1 3 1 81 108 6
52 1 2 1 32 99 L
53 1 1 83 90 3
54 1 B4 82 2
55 1 85 Th 1
86 67 1
87 60 1
88 5k
89 48
90 43
100 11
110 1

Uit deze berekeningen blijkt: PrdYzy)» Pr(¥'s>J} voor j>E£Y}+3, De
toenzme van de overschrijdingskansen is het grootst bij model IIT,
waarblj de kettingreactie het meest intens is., In het algemeen kunnen
wilj concluderen, dat bij een portefeuille, waarin kettingreacties kun-
nen optreden, de kans dat de sechade de besehlkbare middelen zal over-
treffen aanmerkelijk groter is dan bij éen overeenkomstige portefeuille
met onafhankelijke risico's, zodat met de invloed van deze kettingre-
acties terdege rekening moet worden gehouden, :




